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SAZETAK

Fraktalna dimenzija predstavlja matematic¢ki parametar koji kvantifikuje komplek-
snost bioloskih struktura. U medicinskim naukama, primena fraktalne analize omoguca-
va kvantitativno razlikovanje zdravog i patoloski izmenjenog tkiva, kao i identifikaciju sup-
tilnih promena koje prate proces senescencije, inflamacije i karcinogeneze. Integracija sa
metodama vestacke inteligencije dodatno poveéava dijagnosticki potencijal ovog parame-
trai pribliZzava ga rutinskoj klinickoj upotrebi. lako postoje izazovi u pogledu standardizacije
metodologije i interpretacije rezultata, aktuelni podaci ukazuju da fraktalna dimenzija ima
znacajan potencijal da postane deo savremenih alata digitalne patologije, otorinolarin-
gologije i personalizovane medicine.

Kljucne reci: fraktalna dimenzija, teksturalna analiza, medicinska slika, vestacka inteli-
gencija

ABSTRACT

Fractal dimension is a mathematical parameter that quantifies the complexity and
irregularity of biological structures. In medical sciences, fractal analysis enables quantita-
tive differentiation between normal and pathological tissues, as well as the detection of
subtle structural alterations associated with senescence, inflammation and carcinogenesis.
Integration with artificial intelligence and machine learning approaches further enhances
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its diagnostic potential and brings it closer to clinical practice. Despite current limitations
related to methodological standardization and interpretation, accumulating evidence sug-
gests that fractal dimension may evolve into a valuable component of digital pathology,
otolaryngology and personalized medicine.
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UVOD- OSNOVI FRAKTALNE GEOMETRIJE

Tokom dugog vremenskog perioda, postavke Euklidske geometrije bile su osnovni
koncept za opisivanje i konstrukciju objekata. Ipak, objekti u prirodi nisu pravilnih oblika i
ne podlezu zakonima Euklidske geometrije. Koncept fraktalne, odnosno necelobrojne di-
menzije, kojim se proSiruju moguénosti opisivanja sloZenih oblika, uveo je matematicar
Benoa Mandelbrot (Benoit Mandelbrot) objavljivanjem rada “How long is the coast of Brit-
ain? Statistical self-similarity and fractional dimension”, 1967. godine u ¢asopisu Sciencel.
U ovom radu Mandelbrot diskutuje o paradoksu obale, odnosno o svojstvu da se izmerena
duZina obale povecava, kako se smanjuje jedinica mere- ako bi se koristio metar, rezultat bi
bio krac¢i nego kada bi se duzina merila Stapovima duzine 1 stope (30,48cm). Koris¢enjem
manje jedinice mere dobijali bismo veéu izmerenu duzinu fraktalne strukture. Razlog je
taj Sto se oblik strukture beskonacno ponavlja ukoliko strukturu posmatramo sa sve veée
blizine, odnosno, obala ima oblik koji se ne mozZe ni precizno premeriti ni opisati tradicio-
nalnim pojmovima Euklidske geometrije.

Sam pojam fraktala Mandelbrot uvodi nekoliko godina kasnije, 1975. godine (fractus,
latinski - slomljen). Od tada, fraktalna analiza pocinje da se koristi u brojnim naucnim disci-
plinama2 . Fraktal je geometrijski oblik koji se moZe razloziti na manje delove tako da je sva-
ki od njih identi¢an ili slican umanjenoj kopiji celine. Fraktalnu figuru ili telo, dakle, karak-
teriSe pojam samosli¢nosti koji podrazumeva da je svaki njegov deo sli¢an celini. Posto su
strukture sli€éne na svim nivoima uvedanja, fraktali se smatraju beskona¢no kompleksnim
(Slika 1). MoZe se reci i da dimenzija fraktala ne ukazuje samo na njegovu kompleksnost
detalja, nego i na stepen njegove neregularnosti, kao i na to u kojoj meri ispunjava neki
euklidski prostor3,4.
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Slika 1. Fraktalna dimenzija- iteracije Kohove krive




Jo$ u 17. veku nemacki filozof i matematicar Lajbnic (baron Gottfried Wilhelm Frei-
herr von Leibniz) razmatrao je pojam samosli¢nosti kroz metafizicku teoriju monada pri
kojoj je unutrasnja aktivnost svake monade u harmoniji sa aktivnoscu svih ostalih5. Brojne
strukture u prirodi imaju svojstvo samosli¢nosti- vidljivo praznjenje atmosferskog elektric-
iteta (munje), izgled oblaka, reljefa, rec¢na korita, snezne pahuljice, delovi biljaka. U prirodi,
bioloske fraktalne strukture nastaju ponavljanjem istog morfogenetskog mehanizma vise
puta, na primer grananjem. U ljudskom organizmu, sistem krvotoka, limfotoka, struktu-
ra alveolarnog tkiva, linije koStanih preloma i otkucaji srca imaju fraktalnu strukturu, koja
nije nasumi¢no organizovana, ve¢ prati matematicke zakonitosti. Sa stanovista evolucije,
fraktalne strukture imaju znacajne prednosti. Fraktalni algoritmi predstavljaju ekonomican
nacin morfogeneze, jer zahtevaju relativno male genetske programe6. Fraktalno granan-
je omogucava izgradnju sloZenih veza na kratkim rastojanjima. U membranama, fraktalno
naboravanje umnoZava povrsinu bez potrebe za povecanjem zapremine. Princip fraktalne
konstrukcije omoguéava morfogenezu slozZenih struktura koje su stabilnije od onih nastalih
klasi¢nim skaliranjem. U toku embrionalnog razvoja mozak prolazi kroz proces girifikacije,
odnosno formiranja karakteristi¢nih nabora mozdanog korteksa po principima fraktalne sa-
mosliénosti izmedu samog organa i substruktura? (Slika 2). Ovakva grada kore omogucava
da se veca povrsina mozga smesti u relativno mali lobanjski prostor8,9.

Slika 2. Slozene konvolucije moZdane povrsine (NMR, originalna slika- KBC Zemun)

FRAKTALNA DIMENZIJA

Bioloski sistemi Cesto pokazuju karakteristike samosli¢nosti i fraktalne organizacije,
Sto odraZava adaptivne i funkcionalne zahteve Zivih organizama. Primena fraktalne anal-
ize u medicini omogudava bolje razumevanje ovih obrazaca i mozZe doprineti unapreden-
ju dijagnostickih i prognostickih metoda u klinickoj praksi. Osobine fraktala definisu se
odredenim parametrima, odnosno fraktalnom dimenzijom ( Df ) koja je svojevrsni indikator
kompleksnosti. Fraktalna dimenzija predstavlja vrednost koja odreduje u kojoj meri neki



fraktal ispunjava prostor u kojem se nalazi. lako postoji viSe definicija fraktalne dimenzije,
nijedna od njih nije univerzalna. Najjednostavniji pristup je dimenzija samosli¢nosti, koja se,
medutim, moZe primeniti samo na vrlo jednostavne geometrijske fraktale. Metod samos-
linosti koristi promenu veli¢ine (duZine, povrsine, zapremine) u odnosu na menjanje broja
iteracija kod potpuno samosli¢nih objekata, te otuda i naziv. Za teorijski okvir najvaznija je
Hausdorffova dimenzija, dok se u prakti¢noj primeni najcesée koristi Minkovski-Bouligan-
dova dimenzija3. U medicinskim naukama, fraktalna dimenzija predstavlja meru slozeno-
sti i nepravilnosti objekata i pokazala se pogodnom za opisivanje bioloskih struktura koje
poseduju samosli¢nost i nelinearne obrasce. Primena fraktalne analize omogucava kvanti-
tativno razlikovanje normalnih i patoloskih tkiva, kao i identifikaciju suptilnih promena koje
prate proces senescencije, inflamacije ili karcinogeneze. Fraktalna analiza je matematicki i
biofizicki algoritam koji se danas primenjuje u brojnim poljima medicinskih nauka, poseb-
no u proucavanju Celijske arhitekture i pakovanja hromatina. Izuzetno znacajna primena
beleZi se u onkologiji, gde fraktalna dimenzija moZe doprineti proceni malignog potencijala
tumora i njihovog bioloSkog ponasanja. Postoje brojne matematicke i racunarske tehnike
za njeno racunanje. Matematicki, izracunavanje fraktalne dimenzije moze se ostvariti ra-
zli¢itim metodama, kao $to su box-counting, perimetar-area analiza ili metode bazirane na
Fourierovoj transformaciji, pri ¢emu svaka metoda pruza kvantitativne parametre sloZzeno-
sti tkivalo.

IzraCunavanje fraktalne dimenzije primenom box-counting metode podrazumeva
prekrivanje fraktalnog objekta nizom kvadrata (engl. boxes) odredene duZine ivice €. Soft-
ver zatim izracunava broj kvadrata koji su barem delimi¢no ispunjeni analiziranim objek-
tom (engl. count, odnosno N(g)). Kada se koristi vise razlicitih veli¢ina kvadrata €, fraktalna
dimenzija se odreduje na osnovu log-log grafika koji prikazuje zavisnost broja kvadrata od
veli¢ine ivice €. Postoje brojni programi za fraktalnu analizu slike- Fractalyse, Fractal Dimen-
sion Estimator, Image J sa opcijom FracLac. Medicinska slika se analizira nakon prethodne
manuelne ili softverske binarizacije digitalnih mikrografall,12 ili se fraktalna dimenzija
odreduje na “gray scale” mikrografimal3,14.

FRAKTALNA ANALIZA STRUKTURE CELIJE | HROMATINA

Jedan od klju¢nih izazova u savremenoj molekularnoj biologiji i epigenetici jeste ra-
zumevanje nacina na koji je genetski materijal organizovan unutar jedra eukariotskih ¢elija.
Uprkos tome $to ukupna duzina genomske DNK kod ¢oveka prelazi dva metra, ona je kom-
paktno spakovana u jedro precnika svega nekoliko mikrometara, uz o¢uvanje funkcionalne
pristupacnosti za osnovne bioloske procese kao sto su replikacija, transkripcija i popravka
DNK. U tom kontekstu, tokom poslednjih decenija razvijeni su razli¢iti modeli koji pokusa-
vaju da objasne trodimenzionalnu organizaciju hromatina. Medu njima, dva koncepta su
imala posebno znacajan uticaj: ranije dominantni model ekvilibrijumske globule i savre-
meniji model fraktalne globule. Model ekvilibrijumske globule zasniva se na klasi¢noj te-
oriji polimera i pretpostavlja da se dugacka DNK molekula spontano pakuje u nasumicnu,
termodinamicki stabilnu globularnu strukturu. U takvom sistemu, kontakt izmedu udal-
jenih regija DNK javlja se sa visokom verovatno¢om, dok se sama struktura odlikuje velikim
brojem topoloskih ukrstanja i ¢vorova. Ipak, sve veci broj eksperimentalnih nalaza dovodi
u pitanje bioloSku relevantnost ovog modelal5. Takva nasumicna organizacija ne odgovara




stvarnoj organizaciji hromatina u ¢eliji, jer ne omogudava prostornu segregaciju funkciona-
Inih domena, otezava pristup regulatornim sekvencama i ne objasnjava kako se izbegava
zapetljavanje DNK koje bi moglo ometati njenu replikaciju i transkripciju. Takode, eksper-
imentalne metode kao Sto je Hi-C (engl. chromosome conformation capture) pokazale su
obrasce interakcija izmedu regija hromatina koje nisu u skladu sa predvidanjima ekvilibri-
jumskog modela. U cilju prevazilaZzenja ograni¢enja prethodnog modela, 2009. godine Lieb-
erman-Aiden i saradnici predlozili su koncept fraktalne globule kao alternativni nacin orga-
nizacije hromatina u jedru. Prema ovom modelu, DNK se organizuje u globulu koja se sastoji
od fraktalno organizovanih petlji i medupetlji, tako da se na njega mogu primeniti pojedini
principi karakteristi¢ni za fraktale16. Fraktalna globula predstavlja topoloski uredenu, ali
nelinearno organizovanu strukturu, u kojoj se segmenti DNK grupiSu u vece funkcionalne
jedinice (npr. topoloski asocirane domene — TAD-ove), zadrZavaju¢i medusobnu prostornu
segregaciju. Jedna od klju¢nih prednosti fraktalne globule jeste njena topoloska stabilnost
i dinami¢nost koja omogucava raspakivanje i ponovno pakovanje hromatina u skladu sa
transkripcionim i replikacionim zahtevima éelije, bez potrebe za kompleksnim enzimatskim
mehanizmima za raspakivanje DNK. Dodatno, ovaj model uspe$no objasnjava eksperimen-
talno uocene obrasce izmedu razliCitih regija genoma, pri ¢emu verovatno¢a medusobne
interakcije regija DNK opada prema matemati¢kim zakonitostima karakteristicnim za frak-
talne strukturel7. Proucavanje pakovanja hromatina i éelijske arhitekture moze da dopri-
nese razumevanju mnogih bioloskih procesa, uklju¢ujuci regulaciju gena, replikaciju DNK i
mitozu. Koris¢enjem fraktalne analize, moguce je objektivno odrediti promene u strukturi
celije18. Fraktalna dimenzija u pojedinim delovima jedra moZe da se menja u zavisnosti
od lokalne transkripcione aktivnosti, odnosno moguce je da transkripciono aktivni euhro-
matin i neaktivni heterohromatin u odredenim uslovima mogu da imaju razli¢ite vrednosti
fraktalne dimenzije13. Dokazano je da fraktalna analiza moZe da se koristi za detektovanje
diskretnih promena nakon izlaganja éelijskog jedra i hromatina potencijalno Stetnim agen-
simal9. Ovi agensi mogu da dovedu do promene u ekspresiji gena koji su ukljuceni u sistem
promene DNK ili u regulisanje metabolickih procesa. Fraktalna analiza uspesno detektuje
rane promene koje se odvijaju tokom programirane éelijske smrti, odnosno apoptoze, kao
i strukturne alteracije u jedru nakon izlaganja letalnim vrednostima ultraljubicastih zrako-
va. Istrazivanja Pantiéa i saradnika pokazala su da se fraktalna slozenost hromatina u jedru
smanjuje tokom postnatalnog razvoja i procesa starenja u razlic¢itim éelijskim populacijama,
uklju€ujudi kortikalne i medularne limfocite timusa, epitelne ¢elije proksimalnih bubreznih
tubula, éelije makule denze, kao i hepatocite u jetri. Suprotno tome, kod eritroidnih prekur-
sora u hematopoeznom tkivu slezine, zabelezen je porast neuredenosti hromatina sa
starenjem, procenjen na osnovu teksturalne entropije. Takode je uocen znacajan pad frak-
talne kompleksnosti arhitekture tkiva tokom postnatalnog razvoja i starenja, sto je mereno
fraktalnom dimenzijom u korteksu i meduli timusa, bubrega, hematopoeznom tkivu slezine
i jetrinim lobulusima. Pokazano je da fraktalna dimenzija arhitekture tkiva znacajno korelira
sa fraktalnom dimenzijom hromatina u vedini analiziranih tkiva i ¢elijskih tipova. Nakon iza-
zivanja DNK oStecéenja u Celijskoj kulturi, dolazi do izraZzenog smanjenja fraktalne dimenzije
i lakunarnosti hromatina, Sto ukazuje na znacajan uticaj unutrasnjih faktora povezanih sa
celijskim starenjem — kao $to su akumulacija DNK osteéenja i promene u epigenetskoj reg-
ulaciji hromatina — na procese starenja ispitivanih tkiva i ¢elija 20.



FRAKTALNA ANALIZA TEKSTURE TKIVA | ALATI VESTACKE INTELIGENCIJE

Analiza fraktalne dimenzije omogucava procenu stepena sloZzenosti u obrascima, tako
da se mozZe primeniti na razne tipove medicinske slike3. Fraktalna analiza slika retine paci-
jenata sa dijabetesom pokazala je povezanost izmedu nize fraktalne dimenzije i prolifera-
tivne dijabeti¢ne retinopatije i dokazala da smanjena fraktalna dimenzija predstavlja jed-
nu od pet prediktivnih varijabli za razvoj dijabeti¢ne retinopatije21. Strukturalna slozenost
vancelijskog matriksa analizom fraktala predstavlja objektivnu metodu za kvantifikaciju ste-
pena crevne fibroze u histoloskim uzorcima pacijenata sa Kronovom bolesti22. IstraZivanja
su ukazala da se parametri fraktalne dimenzije statisticki znacajno razlikuju kod karcinoma
Stitne Zlezde u odnosu na benigne izrastaje23,24. Podaci dobijeni analizom fraktalne di-
menzije ukazali su na statisticki znacajne pri poredenju parametara maligno izmenjenog i
benignog tkiva dojkel18. Fraktalna analiza mikrosredine tumora kod planocelularnog kar-
cinoma koze, sa fokusom na prostorne obrasce raspodele imunskih i vaskularnih markera,
ukazala je na znacajne razlike u vrednostima fraktalne dimenzije izmedu preinvazivnog i
invazivnog karcinoma za markere CD20 i CD31 kao i u smislu odnosa CD4/CD8. Ovi nalazi
naglasavaju sloZzenost i heterogenost mikrosredine tumora kod planocelularnog karcinoma
i isticu potencijal analize fraktalne dimenzije kao kvantitativnog alata za karakterizaciju tu-
morske progresije25.

Masinsko ucenje je grana vestacke inteligencije koja omogudava softverskim sistemi-
ma da uce iz podataka i s vremenom unapreduju svoje sposobnosti, bez potrebe za direkt-
nom ljudskom intervencijom. Drugim re¢ima, ono omogucava programima da samostalno
analiziraju informacije i prilagodavaju se novim situacijama, prateéi odredene principe koji
oponasaju nacin rada ljudskog mozga26. Sustina masinskog ucenja jeste u koriséenju dos-
tupnih podataka kako bi se razvili algoritmi i modeli sposobni da otkrivaju obrasce i odnose
medu informacijama, koje potom mogu da primene na nove, do tada nepoznate probleme.
Klju¢ni faktor uspesnosti ovih modela jeste kvalitet i relevantnost podataka koji se koriste u
procesu ucenja, kao i nacin njihove obrade27.

Poslednjih decenija belezi se znacajan napredak u razvoju savremenih informacionih
tehnologija sa velikim potencijalom primene u biomedicinskim naukama. Programski jezici
poput Jave, PHP-a, JavaScripta i Pythona omogucdavaju izradu aplikacija koje se uspesno se
primenjuju u medicini — kako u okviru naucnih istrazivanja, tako i u cilju poboljSanja dijag-
nostickih i terapijskih procedura u svakodnevnoj klini¢ckoj praksi28. Tradicionalna analiza
radioloskih snimaka, pri kojoj lekar specijalista vizuelno pregleda i tumadi slike, sve ¢esce se
nadopunjuje ili ¢ak zamenjuje upotrebom softverskih algoritama zasnovanih na kvantita-
tivnoj racunarskoj analizi. Ovi algoritmi omogucavaju izdvajanje karakteristi¢nih informacija
— tzv. radiomika — iz razliCitih izvora medicinskih slika kao Sto su ultrazvuk, kompjuterska
tomografija, magnetna rezonanca i pozitronska emisiona tomografija29. Razvoj digitalne
patologije i savremenih metoda kvantitativne analize slike otvorio je nove mogucnosti za
objektivno vrednovanje morfoloskih karakteristika tkiva27. Tradicionalna histopatoloska
analiza oslanja se na iskustvo i subjektivnu procenu patologa, dok digitalni pristup omo-
gucavaju kvantitativnhu, numericku i reproduktivnu procenu kompleksnih struktura. U tom
kontekstu, fraktalna geometrija i njen osnovni parametar — fraktalna dimenzija — zauzima-
ju sve znacajnije mesto30. U histologiji i patologiji, fraktalna analiza moze biti korisna za
procenu da li je ¢elija maligno izmenjena, dok u onkologiji moZe da vrsi procenu strukture




i oblika tumora, kao i za pracenje promena u tkivu tokom terapije. Novi pravci u personal-
izovanoj terapiji karcinoma podrazumevaju izracunavanje povrsine i zapremine tumora po-
mocu fraktalne dimenzije, da bi se precizirala doza zracenja ili citostatika kojima se tumor
tretira31l.

U istrazivanju radenom u Klini¢cko-bolnickom centru Zemun na mikrografima tkiva
laringealnog karcinoma i hroni¢nog laringitisa kvantifikovane su vrednosti fraktalne dimen-
zije regiona od interesa i koriséene su kao ulazni podaci za treniranje i testiranje modela
masinskog ucenja sa potpornim vektorima u biblioteci Scikit-learn za Python32. Dokazano
je da morfoloski slicna jedra celija benigno i maligno izmenjene sluznice imaju statisti¢-
ki znacajno razlicite parametre fraktalne dimenzije (Slika 3). Tacnost klasifikacije modela
masinskog ucenja sa potpornim vektorima iznosila je 0,83 $to je ukazalo na adekvatnu
sposobnost modela da razlikuje kancerogene od nekancerogenih celija.

Slika 2. Slozene konvolucije mozdane povrsine (NMR, originalna slika- KBC Zemun)

ZAKLJUCAK

Fraktalna dimenzija kvantifikuje sloZzenost i nepravilnost bioloskih struktura, pruzajudi
merljiv parametar koji se moZe koristiti u dijagnosticke svrhe. Njen znacaj posebno dolazi
do izrazaja u oblasti digitalne patologije, gde moZe doprineti razvoju novih dijagnostickih
i prognostic¢kih biosenzora. lako primena fraktalne analize jo$ uvek nije standardizovana u
rutinskoj klini¢koj praksi, aktuelni dokazi ukazuju da bi integracija sa metodama masinskog
ucenja i vestacke inteligencije mogla znacajno unaprediti proces dijagnostike i otvoriti nove
perspektive u personalizovanoj medicini. Al tehnologije postaju sve veci deo savremene
medicine i nose veliki potencijal za unapredivanje brojnih aspekata dijagnostike i leCenja. U
tom kontekstu, neophodno je strateski pristupiti implementaciji informacionih tehnologija,
uz nastojanje da se njihovi kapaciteti optimalno iskoriste, a da se istovremeno izbegnu
potencijalni rizici i izazovi. Integracija alata zasnovanih na vestackoj inteligenciji predstavlja
vazan korak ka podizanju kvaliteta rada u oblasti otorinolaringologije i medicinskih nauka
uopste.
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